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ABSTRACT 

One considem a bounded geometry non-compact Riemannian manifold, 

and the graph obtained by dlscretlzlng this manifold. One shows that the 

uniform decay for large time of the heat kernel on the manifold and the 

decay of the standard random walk on the graph are the same, in the 

polynomial scale. As a consequence, such a large time behaviour of the 

heat kernel is invariant under rough isometries. 

I n t r o d u c t i o n  

Soit M une vari4t4 riemannienne complete, non compacte, ~ g~om4trie born~e. 

On appelle discr~tis4 de M un ensemble X de points de M qui ne soient pas 

trop proches les uns des autres, mais tel que tout point de M soit assez proche 

d'au moins Fun d'eux. On peut toujours construire un tel ensemble, et le munir 

natureUement d'une structure de graphe, en reliant entre eux les points dloign~s 

de moins d'une distance fix4e. 

Dans ces conditions, la g4om4trie de X est une bonne approximation de la 

gdom~trie globale de M. On peut s 'attendre ~ ce que certaines propri4t~s glob- 

ales de th4orie du potentiel sur M se lisent directement sur X. Cette idle de 

discr4tisation est pr~sente chez de nombreux auteurs (Furstenberg, Guivarc'h, 

Lyons-Sullivan, et les r4f4rences ci-dessous). Ainsi Varopoulos a montr4 dens 

[15] que M est transiente si et seulement si X est transient. 
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11 est raisonnable de penser que cet 6none6 peut ~tre quantifi$, c'est-£-dire que 

le noyau de la chaleur Pt sur M est tel que supz,~eM pt(z, y) = O(t -n/2), t ---* +oo, 

si et seulement si la cha~ne de Markov standard de noyau q sur X est telle que 

supz,yex qk(x, y) = O(k-n/2). De fait, Varopoulos a 6none6 ce th$or~me darts 

[18], en le prouvant dans le cas particulier d 'un rev~tement co-compact, mais avec 

des arguments de triangulation qui semblent malais6s £ 6tendre au cas g6n6ral. 

Dans [1], Ancona donne une preuve 616gante de l'6quivalence entre la transience 

de M e t  celle de X,  bas6e sur la caract6risation de la transience en termes de 

formes de Dirichlet (~ l 'autre extreme, il montre aussi, en g$n6ralisant un r$sultat 

de Brooks ([2], voir aussi [11]), que M est coercive si et seulement si X est coercif); 

c'est cette preuve qui nous a fair penser qu'il 6fair possible de donner, dans le 

m~me esprit, une preuve simple du th6or~me annonc6 par Varopoulos, en utilisant 

la caract6risation donnde dans [6] de supz,y~M pt(z , y) = O( t-n/2), t -* +oo. 

Apr~s avoir r6dig6 cette preuve, nous nous sommes aper~u qu'elle permettai t  de 

r6pondre k une question pos6e par Chavel et Feldman dans [4]: montrer  qu'une 

in~galit6 de Sobolev modifi6e, au sens o£t eUe ne tient pas compte des petits 

ensembles, suffit k gouverner le comportement du noyau de la chaleur pour t 

grand sur une vari6t6. Pour  cela, Chavel et Feldman indiquaient un itin6raire, o~ 

le seul pas manquant 6tait pr6cis6ment l'6quivalence directe entre la d6croissance 

du noyau de la chaleur sur la vari6t6 et sur son discr6tis6. 

Entre-temps, Chavel et Feldman avaient d6jk r6pondu, dans [5], £ leur propre 

question, mais par des m6thodes sensiblement diff6rentes de celles qu'ils avaient 

d 'abord prdconis6es, en particulier sans transiter par un 6none6 sur le discr6tis6. 

Nous appliquerons enfln cet 6none6 ~ la comparaison des noyaux de la chaleur 

sur des vaxi6t6s "roughly isometric" (ce que nous traduirons par "isom6triques £ 

l'infini") au sens de gana i  ([11], [12], [13]). 

Je remercie Nicholas Varopoulos pour avoir ramen6 au bon moment mon at- 

tention sur ces questions, et pour d'int6ressantes suggestions, ainsi que Michel 

Ledoux, Isaac Chavel et Brian Davies pour leurs remarques sur le manuscrit. 

I .  D i m e n s i o n  d ' u n  g r a p h e  

Soit X un grophe d6nombrable et connexe (on peut toujours relier deux points 

quelconques par au moins un chemin fini). Si z et y sont deux points de X,  on 

note d(z, V) le nombre de pas du plus court chemin joignant z £ y. On note z ,-, y 

si d(z, y) = 1, c'est-~-dire si z et y sont voisins. Soit n(x) le nombre de voisins 
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de x E X.  Nous supposerons supzexn(z ) < +oo. 

Un noyau de transition sur X est une fonction p : X x X ~ JR+ teUe que 

~ u e x p ( z , y )  = 1,Vz E X.  Nous dirons que p est admissible si p(z,y)n(z) = 

P(Y,x)n(Y) et s'il existe c > 0 tel que p(z,y) >_ c, Yx, y E X tels que y ,-, 

z. Nous noterons Pk le k i~m~ it~r~ de p, e'est-h-dire que pl = p e t  pk = 

E~expk- l ( z , z )p(z ,y ) .  Le noyau standard q, d$fini par  q(z,y) = 1/n(z) si 

y ,-, z, 0 sinon, est admissible. 

Introduisons la norme de Diriehlet assoeiSe h X: 

I l f l l~ = X~ If(z) - f(y)l 2 , 
z ~ y  

o~ f E C0(X), l 'ensemble des fonetions sur X h support  fini. 

Darts [16], Varopoulos a d~montr~ : 

TH~OR~ME 1: Les deux conditions suivantes sont dquivalentes pour n > 2: 

0) II/11-~_~, < CII/l lo,  V/~ C0(X). 
Oi) Pour tout noyau admissible p sur X ,  sup~,,~ x p~(x, ~) = O(k-"/z). 

Remarque: La condition (i) est v~rifi~e si X satisfait une in~galit~ isop&i- 

m~trique de dimension n (el. [16]). C'est  pourquoi, si (i) ou (ii) est v~rifi~e, 

nous dirons que X est de dimension n (il est alors aussi de dimension m, pour 

re<n) .  | 

Esquisse de preuee (tir~e de [8], voir aussi [9]): Notons T l 'op~rateur assoei~ h 

p: T f ( z )  = ~"~yex p(z, y)f (y) ,  f 6 C0(X); T k a pour noyau pk. 

La condition (i), eompte tenu du fait que 

Ilfll~ -< C ~ If(z) - / (u ) l  ~ p(z, u)n(z) = C ((I - T)f ,  f )  
z~y 

(le produit  sealaire est pris par  rapport  h la mesure de comptage sur X pondSr~e 

par n( z ) ) entr~ne que 

IlSll~:, -< c ( z -  T)1/2/ 2. 

On en d6duit que 

IIT SlI _. _< Ck-  Ilfll~, vk ~ ~ ' ,  
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et par un argument d'extrapolation ([81, prop. 1), que IIY sll _< Ilflh 

(voir [8], thin. 6). Ceci 6quivaut h (ii). 

Pour la r~ciproque, on montre comme darts [8], thin. 1, que, si T est associ~ 

un noyau p admissible, et si IIT SlI  _< Ilfllx, alors 

2n 

( I - T )  -1/2  - I : L 2 ~ L.-~- ; 

en fair, eomme l'espaee est discret, 

( I -  T )  -1 /2  : L ~ --, L "~-~, 

autrement dit 

Le eas paxtieulier du noyau standard redonne (i). 

I I .  D i m e n s i o n  h l'inflni d'une vari~t~ 

L'~nonc~ qui suit est tir~ de [6]. Nous en esqttissons tree preuve pour la commodit~ 

du leeteur. 

THI~OR~ME 2: Soit (M,  ~) tm espace mesurd a-f]ni, et (Tt)t>_o un semi-groupe 

d'  opdrateurs analytique bornd sur L 2 ( M ,  ~ ). 

Alors les deux conditions suivantes sons dquivalentes, pour  n > 2: 

0)  IIT, II1-.~ = O(t-" /2) ,  t -~ +oo. 
Oi) A -112 : L 2 , L 2 + L "~- , et 7 1 : L  1 , L °°. 

Preuve: (ii) =~ (i). Comme T~ envoie L 1 dans L °°, donc, pax interpolation, L 2 

dans L;~2,  on a 
T1A -1/2 : L ~ - ,  L J-",. 

Ecrivons Tt+l = T1A-1/2A1/2Tt .  

On a 

][T1+1[[2"+ ~:~1 < H yl A-l/2 2-..~.-~_ A"/2TI 2....+2 -~ Ct-1/2' 

puisque Tt est analytique sur L 2. 

L'axgument d'extrapolation de [6], II permet d'en d6duire (ii). 
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(i)=~ (ii). L'hypoth~se donne, par les mdthodes de [17] (voir aussi [6]), 

T1A -112 = t-1/2Tt+l dt : L 2 ~ L z=-~-2 . 

Comme d'autre part  ( I  - T1)A -1/2 = f :  A1/2Tt dt : L 2 --~ L 2 par analyticit~ de 

Tt, on en dSduit (ii). 

Remarque: Si S est un opdrateur rdgularisant, c'est-b.-dire bornd sur les L p, 1 < 
2 n  

p _< +oo et de L ~ dans L °°, (i) ou (ii) entraine: S A  -1/2 : L 2 ~ LZ=-~-~. l 

Soit maintenant M une vari~t~ riemannienne, A l 'opdrateur de Laplace-- 

Beltrami associ~, et Tt = e tA le semi-groupe de la chaleur sur M, qui est an- 

alytique born$ en L ~ puisque A est auto-adjoint nSgatif. Nous dirons que M a 

pour dimension k l'infini n, si [[Tt[[1--.oo = O($-n/2), t -'~ "4-00. 

I I I .  D i s c r ~ t i s a t i o n  d ' u n e  v a r i ~ t 6  

Soit M une vari$t6 riemannienne complSte, et X un ensemble de points de M. 

Nous dirons que X est un discr6tis$ de M s'il existe e > 0 tel que d(z, y) >_ e, 

Vx, y q X , x  # y e t  d ( x , X )  <_ e, Vz E M.  

I1 est toujours possible de construire un tel ensemble: il suffit de consid~rer 

une partie maximale de points de distance mutuelle supSrieure £ e. 

On munit X d'une structure de graphe en d$cidant que z, y E X soar voisins 

si d(x, y) < 2e. 

Si M est connexe, tout discr~tis~ de M est un graphe connexe. 

Nous supposerons dor~navant que M est ~ g~om~trie born~e, c'est-h-dire que 

sa courbure de Ricci est minor~e, et son rayon d'iniectivit~ strictement positif. 

Notons que cette hypoth~se est la plus faible parmi les hypotheses habituelles 

de g~om~trie born~e. Kanai a montr~, dans une s~rie d'articles ([11],[12],[13]) 

comment un certain hombre d'invariants g6om5triques d 'une telle vari6t~ se li- 

saient sur un discr~tis$. 

Nous n'utiliserons l'hypoth~se de g~omStrie born~e qu'£ travers trois fairs. 

FAIr 1: Le volume d'une boule de M de rayon t~xd est majord et minor4 uni- 

formdment par rapport ~ son centre. Autrement  dit, Vr > 0 ,3C  > 0 tel que 

C -1 < [B(x,r) l  _< C,¥z  e M.  

La majoration d~coule de th~or~mes de comparaison classiqucs, et n'utilise que 

l'hypoth~se sur la courbure, et la minoration est due £ Croke ([10], prop. 14). 

Pour tout ceci, voir [11], p.394. 
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FAIT 2: 3 N  E IN* tel que tout point de X air au plus N voisins. 

I1 s'agit en fret d'une cons6quenee facile du fait 1, et m~me seulement de la 

majoration du volume, done de la minoration de la eourbure de Ricci. Pour une 

preuve, voir [11], lemme 2.3. 

FAIT 3 : / 7  existe une partition de l'unitd ( ~ ) z e x ,  form~e de fonctions C °O sur 

M telles que ~ - 1 sur B(z,  ~/2), supp q~ C B(z ,  2e), et 3C > 0 tel que 

IIV,/, lloo < c ,  e x .  

Pour construire une telle partit ion de l'unit6, on compose la fonction d(z, .) 

avee une fonction eonvenable de IR+ dans [0, 1], on r6gularise, et on normalise 

en divisant par la somme sur x 6 X des fonetions ainsi obtenues. Le gradient 

reste uniform6ment born6 ear un point de M rencontre, h cause du fait 2, au plus 

N + 1 boules B ( z , e ) , z  6 X .  Pour les d6tails, voir [12], p. 235. Le fait 3 vaut lui 

aussi sur une vari6t6 h eourbure de Ricci minor~e, sans hypoth~se sur le rayon 

d'injectivit& 

Nous allons maintenant 6noneer les lemmes techniques qui nous seront utiles 

dans la suite. La notation I1.11, d6signera, suivant le eontexte, la norme Iv sur X 

par  rapport  h la mesure de eomptage, ou la norme L p sur M par rapport  h la 

mesure riemannienne d~. 

S i f  est une fonetion sur X,  nous noterons / = E z e x  f (z ) f f , .  

Ce lemme est issu de [1], d6monstration du thm. 8.4; voir aussi [12], p. 236. 

La preuve en est faerie. 

Soit maintenant une fonction ~b 6 C ~ ( M ) .  Nous noterons ~ la fonetion sur X 

d~finie par 

1 /B ,¢, d~. 
= (, , ,)  

Soit S l 'op6rateur de C~' (M)  darts lui-m~me d~fini par: S~b = E . e x  ~(z)ff . .  

Des v~rifications de routine, utilisant le fair 1, permettent de montrer  le: 

LV.MME 2: (a) S es~ an op~ral~eur r~gular/sant, e'es~-&-d/re qu'il envoie L p darts 

Iv ,  1 <_ p < +oo, et L 1 dams Loo. 

- -  - p ~ . . . .  p '  

co(x). 
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Darts [12], Kanai montre (lemme 8) l'in~galit~ de Poincar~ suivante: 

/B(x,,) ¢ - - ¢ ( x ) d ~ < C / B ( ~ , , ) ] V ¢ l d ~ .  

On en d~duit le: 

~: ~ > o,o, ~uo I1~11:~ -~ ~ s l ~ l  ~ ~ °* "~ -  ~ " ~  ~ s l ~ l  ~ "~, LEMME 

V¢ E C~(  M). 

La premiere assertion est dCmontr~e dans [12], p. 236; quant £ la seconde, 

elle d~coule facilement de l'in~galit~ fB(~,,) [¢ - ¢(x)] 2d~ <- C fB(~,~) [V¢[ 2 d~, 

que l 'on d~duit classiquement de l'in~galit~ de Poincar~ ci-dessus (cf. [20], cot. 

I, p. 500). 

IV. Le r~sultat principal 

Dans ce paragraphe, nous continuons h utiliser les notations de III. 

THeORY, ME 3: Soit M une varidt6 riemarmienne complete, & g6omdtrie born~e, 

et X un discrdtisJ de M. 

A1ors M a pour dimension ~ l'infmi n > 0 si et seulement si X est de dimension 

n. Autrement dit, les deux conditions suivantes sont dquivalentes: 

O) supx,s~M P'(X, Y) = O(t-n/2), t --* 4-00. 

(ii) La chMne de Markov standard sur X ,  de noyau q, v6ri/]e sup, ,~ex qk (x, y) = 

o(t,--/~). 
Preuve: (i)=~ (ii). D'apr~s le th~or&me 2 (qui s'applique gr&ee au fair 1), (i) se 

traduit  par: 
A- l /2  : L 2 --, L 2 + L~-~. 

D'apr~s le lemme 2, S est r~gularisant, et done: 

2n 
SA  -112 : L 2 ~ L"-~. 

En particulier, V f e Co(X), 

Finalement, eomme d'apr~s le lemme 2, 
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yl il et d'apr~s le lemme L V d~ _< C Ilfll~, on a bien 

Ilfll-~_-, --- Cl l f l lo ,  

done d'apr~s le th~or~me 1, la condition (ii) est v~rifi6e. | 

(ii) =I, (i). D'apr~s (ii) et le lemme 3, 

Vtb e C~'(M), ¢ 2jt2~_ < C ,~ 2 D < C f l V ¢ I  ~ de. 

D'apr~s le lemme 2, 

IIS¢ll_~_. _< c ,~ ~ ,  

et d'apr~s le lemme 3, 

Isr. J. Math. 

IlS¢ - ¢11~ ~ c f IV~l 2 d~. 

Finalement, 

IIS¢ll~_-~ + I1¢- S¢ll~ < c / I V ¢ l  2 d~,V¢ e C ~ ° ( M ) ,  

autrement dit 
A- l /2  : L 2 --, L ~ + L.-~-"2. 

Le th6or~me 2 permet de conclure. | 

Remarques: Le lecteur aura not6 que les th~or~mes 1 et 2 semblent imposer la 

condition n > 2; mais il saura aussi se convaincre que cette restriction n'est pas 

s6rieuse. 

- Pour traduire (ii), on aurait sans doute pu utiliser les m6thodes de [3], c'est- 

£-dire Ies in~galit6s de type Nash, au lieu de celles du §I. 

- L'6nonc6 ci-dessus permet de faire le lien entre le thin. 3 de [5] et le thm. 

5.14 de [3], selon lesquels, respectivement, le noyau de la chaleur d'une vari6t6 

non-compacte est toujours au plus en t -1/2, pour t grand, et la marche standard 

sur un graphe infini est toujours au plus en k -1/2. 

- I1 est possible de se passer dans la th~orie pr6c6dente de l'hypoth~se sur le 

rayon d'injectivit6, h condition de ponderer tousles objets par Vx(1). Ceci fera 

l'objet d'une publication ult6rieure. 

- Comme me l'a fait remarquer Brian Davies, la g6om6trie diff~rentielle ne 

sert ici qu'h assurer le fait 1, et l'in6galit6 de Poincar& Une lois ces ingr6dients 

obtenus, le reste de la d6marche est enti~rement analytique. 
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V .  A p p l i c a t i o n s  

1. REVI~TEMENTS CO-COMPACTS. 

PROPOSITION 1 ([18], (voir aussi [1])): Soit M1 une yaxidtd riemannienne com- 

pacte, et M un rev~tement ga/oisien de M1. Soit pt le noyau de la cha/eur sur 

M, et G le groupe du rev~tement. 

A1ors supz,yeMPt(X , y) = O(t-"/2), t ~ +oo ¢:~ V#, probabilitd symdtrique 

support compact et gdndrateur sur G, pk({e}) = O(k-" /2) .  

Le th~or~me 3 s'applique. En effet, une teUe vari~t~ M est clairement 

g4om~trie bornde. De plus, pour x0 E MI,  et ~r la projection canonique de 

M sur M1, il est facile de voir que X = ~'-l(x0) est un discr~tis~ de M, qui est 

en bijection avec G. La distance des roots sur G est ~quivalente ~ la distance du 

graphe sur X (lemme de Milnor [14]), et la forme de Dirichlet associ~e ~ p est 

~quivalente ~ la norme de Dirichlet de X.  

Remaxques: 

- Une mani~re ~quivalente de formuler l'hypoth~se sur M est de dire que M 

est une vari~t~ sur laquelle op~re librement et proprement un groupe d'isom~tries 

G, tel que M/G = M1 soit compacte. 

- Varopoulos a montr~ (voir par exemple [19], thm.2) que la croissance du 

volume d 'un groupe gouverne la d4eroissance des puissances de convolution de 

probabilit~s sur ce groupe. I1 r~sulte done de la proposition ci-dessus que c'est la 

croissance du volume de G, si elle est polynSmiale, qui gouverne la d~croissance 

du pt sur M pour grand t . 

- Brooks ([2]) avalt d4montr$, dans la m~me situation, que M est coercive si 

et seulement si G est non-moyennable. 

2. INt~GALIT~S DE SOBOLEV MODIFII~ES. I1 est bien connu que, sur une variSt~ 

riemannienne M, si 

inf [0n[ ._~ > 0, 

o h  l 'infimum est pris sur tous les ouverts r~guliers de M, alors sup~,yEMpt(x , y) ~_ 

Ct-,12. 

Suivant Chavel et Feldman, nous dirons que la varlet5 M v~rifie une in4galit~ 

de Sobolev modifi4e de dimension n si 

inf [0n[ ,,=I > O, 
n 
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o~t l'infimum est pris seulement sur les ouverts ~ de M contenant un disque 

g~od~sique de rayon p > 0 fix~. 

PROPOSITION 2 ([5]): Soit M une varidtg riemannienne complbte ~ gdomdtrie 

bornde, v~ritlant une in~ga/itd de Sobolev modi/ide de dimension n. Alors 

s u p , . y e M p , ( z , y )  = o ( t - " / 2 ) ,  t --, +oo.  

Preuve: Voici l'itin~raire propos~ dans [4]: l'in~galit~ de Sobolev modifi~e sur M 

suffit £ entrainer une in6galit~ de Sobolev de m~me dimension sur un discr6tis$ 

X (voir [11]); celle-ci entraine (cf. thin. 1 ci-dessus) la d$croissance de la marche 

al~atoire standard sur X en k -"/~. Le th~or~me 3 permet de conclure. II 

3. VARII~TI~S ISOMI~TRIQUES A L'INFINI. Deux espaces m~triques E et E, de 

distances d et t~, sont dits isom~triques ~ l'infini s'il existe ¢ : E ~ E telle que: 

]e  > 0 tel que Vx • / ~ ,  d(x, ¢(E))  < e, et ~a > 1 et b > 0 tels que 

a - ' a ( x , y )  - b < d(C(z ) ,C(y) )  < ad(z,y) + b, W , y  e E. 

Une teUe application n'est pas n~cessairement continue. Cette notion a ~t~ in- 

troduite par Kanai ([11]). 

$oient maintenant M e t  .~/deux vari~t~s riemanniennes completes ~ g&)m~trie 

born~e. Nous noterons respectivement pt et/~t les noyaux de la chaleur sur M e t  

sur M. 

PROPOSITION 3: Si M et ~I sont isomdtrlques ~ l'inBnl, a/ors 

sup,,~eMPt(x,y ) = O(t-"/2), t --4 +oo 

Si e~ seulemen~ si SUp~,71EMpt(X , y) = O('~-n/2), t ~ nLo0. 

Preuve: Si X et .~ sont des discr~tis~s de M e t  .~/respectivement, ils sont aussi 

isom~triques ~. l'infini ([11], lemme 2.5). I1 n'est pas dii~cile d'en d~duire que 

les normes de Dirichlet qui leur sont associ~es sont alors ~quivalentes (cf. [12] p. 

234). Le th~or~me 3 permet ~ nouveau de conclure. | 

Remarque: Cet ~nonc~ g~n~ralise le thin. 5 de [6], o~ l'on aurait d'ailleurs dfi 

pr~ciser qu'il faUait consid~rer des vari~t~s b. g~om~trie born~e au sens ci-dessus; 

voir aussi le thm. 1 de [12]. | 
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